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Abstract. We consider the Kohn Laplacian Agr on the Heisenberg group H". 
In the first part of this note we obtain some estimates of the Green function and 
the Poisson kernel for Apm on bounded domains; by means of them we are able 
to give LP estimates for Agn-harmonic functions in terms of the LP norms of their 
boundary values. In the second part we prove the following Liouville-type theorem: 
if Q is a halfspace of H" whose boundary is parallel.to the center of H" and u is 
a non-negative Ayn-superharmonic function such that u € L!(Q), then it must be 
u=0inQ. 


Riassunto. Consideriamo il Laplaciano di Kohn Ag» sul gruppo di Heisenberg 
H”. Nella “prima parte” otteniamo alcune stime della funzione di Green e del 
nucleo di Poisson per Agn su domini limitati; grazie ad esse troviamo poi stime 
IL? per funzioni Agn-armoniche in termini delle norme LP dei loro dati al bordo. 
Nella “seconda parte” dimostriamo il seguente teorema di tipo Liouville : se A è 
un semispazio di H" con bordo parallelo al centro di H” e u è una funzione Ayr- 
superarmonica non negativa e tale che u € L(Q), allora u=0 in Q. 


NOTA: I risultati presentati in questo seminario sono stati ottenuti in collabo- 
razione con il Prof. E. Lanconelli. 
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PRIMA PARTE 
Sul nucleo di Poisson per il Laplaciano di Kohn 


1 Introduzione 


In questa prima parte otteniamo, sotto opportune ipotesi di regolarità per il dominio QQ, 
le disuguaglianze 


G(E, n) Ss cd(n, IN)d(E, nf, [Vin G(é, | S cd(é, -Po9, \P(é, n) < cd(é,n)!-® 


(dove G è la funzione di Green e P è il nucleo di Poisson per il Laplaciano di Kohn Agn 
su A, Q = 2n +2 è la dimensione omogenea di H" e d è la naturale distanza definita su 
H”). 

Con esse riusciamo a stimare la norma L? di una funzione Agn-armonica con la norma 
LP del suo dato al bordo. I risultati principali da noi ottenuti sono enunciati nei teoremi 
3.6, 4.3 e 4.4. 

Per il Laplaciano “classico”, disuguaglianze analoghe alle nostre sono state dimostrate 
da Widman in [W]. 

Questa parte è organizzata nel modo seguente. Nel prossimo paragrafo ricaviamo una 
stima per le derivate delle funzioni Agn-armoniche (sfruttando essenzialmente le formule 
di media) e scriviamo alcune formule di rappresentazione di tipo Green. 

Nel terzo paragrafo dimostriamo (teorema 3.6) le citate disuguaglianze per la funzione 
di Green su domini con la proprietà uniforme del disco tangente esternamente (proprietà 
(P), cfr. definizione 3.3); la prova, ispirata in parte a quella di [W], si basa sul principio 
di massimo per Agr e sulle stime ottenute nel paragrafo precedente. 

Nel quarto paragrafo mostriamo che se @ è un dominio con la proprietà (P) e con 
frontiera regolare, i cui punti caratteristici costituiscano un insieme di misura di su- 
perficie nulla, allora (teorema 4.3) la misura armonica su 09 è assolutamente continua 
rispetto alla misura di superficie, con densità data dal nucleo di Poisson P(E,)=-< 
AV(G(€, -)), N >. Mostriamo poi (teorema 4.4) che, sotto le medesime ipotesi su Q, 
esiste una costante c, dipendente solo da I, tale che 


| u l2@£ c|lu E-69) 


per ogni funzione u € H(9) NC(A). 
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Infine, nell’appendice, dimostriamo che una notevole classe di domini, quella degli 
insiemi convessi, verifica la proprietà (P). 


2 Preliminari 


Denoteremo i punti del gruppo di Heisenberg H” con é = (2,t) = (r,y,t). La legge di 
gruppo su H” è definita da 


EoE =(2+2,t+t+2(< 2,y>-<%,y>)) 


Il Laplaciano di Kohn su IH” è l’operatore 


n 


Agn = ) (x; +) 


j=1 


dove per ogni j € {1,... ,n} 
Xj = dx; + 2y;d 


Ki i dy; = 2; 


Si pone 


Vun (A neina Vip ii Yan) 


L'operatore Apn ha forma caratteristica semidefinita positiva ma non è ellittico in nessun 
p 
punto; può essere scritto in forma di divergenza come 


An = div(AV) 


dove 
di? 530 2y 
A=|0 I -2 
2y -2x 4jzj? 


Indicheremo con H(Q) l’insieme delle funzioni Agn-armoniche in Q. Per An vale poi il 
principio di massimo forte (cfr.[B]). 

Esiste un naturale gruppo di dilatazioni su H” definito da dx(€) = (Az, A?t), per 
ogni \ > 0. Il determinante Jacobiano di d\ è A dove Q = 2n + 2 prende il nome di 
dimensione omogenea di H”. Gli operatori Vgr e Agn risultano invarianti rispetto alle 
traslazioni a sinistra 75 di H" ed omogenei (di grado uno e di grado due, nell’ordine) 
rispetto alle dilatazioni éy. Una forte analogia fra gli operatori —A e -Agr sta nel fatto 
che la soluzione fondamentale di quest’ultimo (cfr.[F]) è data da 


na = 79os 
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dove co > 0 e d(é) = (|z|' + t2)!/4. Se si pone poi d(£,€) = d(€7! o €) allora d risulta 
una distanza su H" (cfr.[C]). 
Per maggiori dettagli sul gruppo di Heisenberg si vedano, ad esempio, [FS] e [GL]. 


Di importanza fondamentale risultano le seguenti formule di media per funzioni Agn- 
armoniche, dovute a Gaveau [G] e a Garofalo e Lanconelli ([GL], Teorema 2.1.). Siano u 
una funzione Ayn-armonica in un aperto di H" e B, = B.(£, r) un disco metrico con 
chiusura inclusa in Q; allora 


1 HGO inare 
u(é) i Qagr®-! |Vd(E, €)| (€ )d (€) (2.1) 
0B, 
E = ori f le - ue (2.2) 
B, 


dove (€) = di, Y(E, €) = W(E7 0 €). Osserviamo che la formula di media solida (2.2) 
è differente da quella in [GL], ma si ricava facilmente dalla (2.1) per integrazione: 


vO= af Hudd= fe | Farfiule dote) = 
0 0  8Bo 


-_L_f [IGM ini 
— Bor®#? /] ZIGrA] “u(£ )do(£')do = 


(tenendo presente la formula di coarea e la definizione di y) 
Ji 1|2 4 I 
dica = dé 
ca feste) 
Ba £Z 


Utilizzando le formule di media si riescono a stimare le derivate di u lungo i campi in 
termini di u. Più precisamente si ha la seguente 


PROPOSIZIONE 2.1 Siano Q un aperto di H", u € H(Q), Ba(é,r) CQ; allora 


c 
[Wanu(0)] < £ sup Jul (2.3) 

7 a(€,r) 
Zr...Zxu(6) < 5 sup Ju] WZ1,.,Z4 € {X1y-4Xny XX} (2.4) 

k 
T Ba(ér) ° 
con c= c(Q). Se inoltre Q è limitato, allora si ha anche 

au(6)] <> sup Jul (2.5) 

” aBalér) 


conc= c(Q). 
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Dimostrazione 

Per provare (2.3) e (2.4) effettuiamo la cosiddetta superposizione dell’operatore di 
media e scarichiamo le derivate sul mollificatore. Sia 4 € C$°(]0, 1[, [0,+00[) con fp = 1 
e, per ogni e > 0, poniamo g: = 1(-); poniamo poi ® : H" + R, 


+00 
0(0)= Lf f 


d(£) 


p(t) | 
Bat di 


e per ogni e > 0, ®. = e72® 0 $,-1. Si verifica facilmente che per ogni £ € H" 


Le(t) 


+00 
di) = | 704 


d(é) 


Si ha poi per ogni € € N. = {€ tali che Bi(f,e) CQ} 
u(E) = (Br u)(0) = f DE o EN 


Infatti, usando (2.2) si ottiene 


+00 e A 
O) = peut = i pei flauto = 
0 (0] 9 d(é,é')<e 
4 6.(0) 
= / \z— 2'|Pu(8) J ra dodt' = (®. + u)(é) 
H” d(6,€') 


In definitiva, derivando sotto il segno di integrale, si ha per ogni É € Q 


anu(0)]= [((Vind.) +u)(0)1 £ (sup lul) f [Van = 
Ba(6,€) 


= (sip Jae® / [Va®|=£ sup Ju] 
Ba(é,€) € Ba(ée) 


Derivando ulteriormente si ottiene (2.4). Proviamo ora (2.5). Poichè 9, commuta con 
Apr, risulta Q,u € H(Q) e quindi possiamo applicare (2.2) a 0,u ottenendo 


|Gu(é)| = a / dive(0,|2 — 2'|Pu(e))de| = 


Ba(67) 
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(per il teorema della divergenza, indicando con N la normale esterna) 


1 I , Td 
n Por®+? t) lz-z IPu(é )Nany1 dl' | < 


9Balér) 


1 
<F—3|0Bi(f,r)| sup u 
Bar® n) aBalé,r) 

Un calcolo diretto mostra poi che, poichè A è limitato, esiste c = c(0) tale che |OBa(€,r)| < 
er®-!. Osserviamo esplicitamente che, se £ non è limitato, quest’ultima stima non è più 
valida; si ha infatti, per ogni r fissato, |9Bx(£, r)| + +00, per |z| + +00. 
O 

Ricordando che Agr = divAV ed applicando il teorema della divergenza su un aperto 
limitato D sufficientemente regolare, si ottiene, con un argomento di carattere standard, 
la formula di rappresentazione di Green per funzioni u € C'°°(D); risulta per ogni É € D 


u(E) = f (TE) < AVU,N > —u < AV(1(6,.)), N >)do — frirAmi (29) 
9D D i 


Sia ora £ un aperto limitato di H" che ammette funzione di Green, cioè tale che per ogni 
€ € 0 esista la soluzione classica he del problema di Dirichlet 


Aprhe =0 inQ 


(27) 
he=T(6,-) in 09 
In tal caso la funzione di Green è definita da 
G(£, €) =T(6,€)- he(E) VEE EQ (2.8) 
Sia poi u € H(0) e supponiamo che D C Q); allora per ogni € € D vale 
affie f (G(€,:) < AVu, N > —u < AV(G(€,:)),N >)do (2.9) 


9D 


Questa formula, della quale faremo uso in seguito, si ottiene dalla (2.6) tenendo presente 
che, di nuovo per il teorema della divergenza, si ha 


0= f (im — heAgnu) = fa < AVhe, N > —he < AVu, N >)do 
D oD 
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3 Stime della funzione di Green 
LEMMA 3.1 Siano r > 0, €, € € H" \ Bi(0,r); allora 

IPC TE) < er %d6,0) 68.1) 
conc= c(Q). 


Dimostrazione 
Poniamo t = d(é), #' = d(£') ed applichiamo il teorema del valor medio alla funzione 
2-2. Poichè t,t' > r, esiste to > r tale che 


Ire) — D(E)| = clt79 — #27] = cl(2— Mo) < 


< cr |d(6) — d(é)| < er! "®d(6, €") 
O 


LEMMA 3.2 Siano D un aperto limitato di H" ,é, € OD, E H(D)NC(D); poniamo poi 
= uan. Supponiamo che esistano r > 0 ed mE H" tali che 


(i) Ba(no,r)N D=0, é& € OBa(M0;7) 
(ii) p=0 in 9DN Ba(m0,2r) 


Allora per ogni È € D si ha 


OI < lima e) ES) (32) 


con c= c(Q). 


Dimostrazione 
Poniamo M = max lp] ed utilizziamo come funzione barriera 


L'(r) — (€, ro) 


w() = MTAZTON 


Risulta w € H(D) e da (ii) segue che w > |p|in 0D. Pertanto, per il principio di massimo 


forte (cfr.[B]), deve essere w > |u| in D e dunque usando (3.1) si ottiene per ogni £ € D 


T(É0, o) ca F(é, o) r1-Qd(é, é ) 
ui E n < cM a O) 


er? 


lu(6)] < M 


dove tutte le costanti dipendono solo da Q. 
O 
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DEFINIZIONE 3.3 Diremo che un aperto I di H” verifica la proprietà uniforme del disco 
tangente esternamente (o più brevemente che verifica (P)) se e solo se esiste ro > 0 per 
il quale O verifica 


(P)ro VWÉ E 00 Vr €]O, ro] In € H" tale che Ba(n.r)NQ=0, € € dB(M}r) 


OSSERVAZIONE 3.4 Se © è limitato e verifica (P) allora con il metodo di Perron si trova 
che per ogni p € C(00) esiste la soluzione classica di 


Agnu=0 inQ 
|u=g in 09 
In particolare esiste la funzione di Green per 9. 


OSSERVAZIONE 3.5 Ogni aperto convesso (e quindi, in particolare, ogni disco nella me- 
trica d) verifica (P),, per tutti gli ro > 0. 


Per la prova, non immediata, di quest’ultima affermazione si rimanda all’appendice 
(corollario A.3). 


TEOREMA 3.6 Sia I un aperto connesso e limitato di H" che verifica (P) ed indichiamo 
con G la sua funzione di Green; allora per ogni &,nEQEé#nsiha 


0 < G(é, mn) < cd(é, n)? (3.3) 
G(£, n) < cd(n,0N)d(t,n)!-® (3.4) 
Vin G(é, -)](m) < cd(&,m)}!- (3.5) 
conc= c(Q). 
Dimostrazione 


La (3.3) è conseguenza immediata del principio di massimo forte; basta infatti confron- 
tare hg con F(É, +) suN\Bi(é, €) per e sufficentemente piccolo per ottenere 0 < hg < T(£, -) 
in Q. 

Dimostriamo ora la (3.4). Esiste ro = ro(92) > 0 tale che Q verifica (P)-,. Fissiamo 
o, Mo € I (Éo # No) e poniamo per brevità 


d= d(mo, 00), 03 d(éo, No) 
Poniamo poi 


= min{È, ro} i (3.6) 
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Se $ > 2ro 0 se 0 < 46 la (3.4) è conseguenza immediata della (3.3), essendo Q limitato. 
Supponiamo dunque che sia d < 2ro, 0 > 46, cioè 


d<2r (3.7) 


Esiste 1 € 09 tale che 
d(no, m) =d 


Inoltre, poichè Q verifica (P)-, ed è r < ro, esiste n. € H" tale che 
Ba(n2,r7)NQ=9, m € Bim, 7) (3.8) 
Poniamo 
B, = Ba(m2, 7), B2 = Ba(n2, 2r), Ba ca Ba(m2, 47) 
D= Qn Ba, do = (09) N Ba, 0; = (0B.)NQ 
Allora esiste p € C(0D) tale che 
p=0in db, g=lin0, 0<p<1 (3.9) 


Poichè sia 0 che By verificano (P) (cfr. osservazione 3.5) anche D verifica (P) e dunque 
in particolare (cfr. osservazione 3.4) esiste u € H(D)N C(D) tale che u= g in 9D. Dal 
principio di massimo e dalla (3.9) segue poi che 0 < u £ 1. Possiamo ora applicare il 
lemma 3.2 (in quanto (3.8) e (3.9) ci assicurano che le ipotesi del lemma sono verificate) 
ed ottenere per ogni £ € D. 

d(£, m) 


ui < TEL! 


con c = c(Q). In particolare, poichè da (3.7) segue che mo € D, si ha 


O) 
lu(mo)| £ e (3.10) 
Vogliamo ora confrontare v := G(£0,:) con u in D. Da (3.6), (3.7), (3.8) segue 


d(é0, 2) > d(é0; Mo) — d(m0,m2) > e— d(m0,m) — d(m; 72) 


3 5) 
= baie! acari = È — -po=— 
o-d-r>o-3r20 82 82 
e dunque si ha 
DE a 0) Q_?£L 
d(éo, D) > d(éo, Ba) > d(fo,m) - Ar > 387278 (3.11) 


Tenendo conto di (3.3) si ottiene infine per ogni £ € D 


v(6) < cd(é, t0)?7® < cao”? 
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Se poniamo w = 7279 si ha dunque w < 1 in D e quindi in particolare (cfr.(3.9)) 
w<l=uind, 
Inoltre essendo G(&,é) = 0 per ogni € € 00 si ha anche 
w=0<uin 0N90D=9D\d 


Pertanto w < u în OD e, poichè u,w € H(D) (ricordiamo che (3.11) ci assicura che il 
polo £o di w non sta in D), di nuovo per il principio di massimo deve essere w < u in D, 
cioè v < coo?-®u in D. Da questo e dalla (3.10) segue 


5 
G(Éo, No) = v(m0) < cool ?u(mo) < c_9°°0 


Osserviamo ora che risulta 0 < cr; infatti (cfr.(3.6)) se £<rosihar= $, se invece 
£ 2 ro valer=ro= ro(2) = cadiam(Q) > cao. In definitiva si ha dunque 


$o°7® 
È 


G(É0, Mo) < ce < cdo!_® = cd(m0, IN)d(to, Mo) 


con c = c(I). Con questo (3.4) è dimostrata. 
Rimane da provare (3.5). Continuiamo ad utilizzare le precedenti notazioni per d = 
d(m0,9N), 0 = d(é0, 70) e v = G(£0,); poniamo poi 


e= i min{o, d} 


B= Ba(M0, €), Bo ini Ba(70, 2e) 
Allora BC Bo. CI, v E H(Bo) e per ogni n € B valgono 


d(£0,m) > d(&o,m)- d(n.m)>e—-e>£ (3.12) 
d(m, 99) < d(70,99) + d(m, mo) < S+e < 34 
Usando ora la stima (2.3) per |Vgnv| in B, possiamo concludere 


c 
[Van &(70)] < = sup Jo] < 
€ B 


(se d < o e quindi e = È, usando (3.4), (3.12)) 
c 


< 


7 Sup (d(1, ON)d(6o, m)'-9) < 250!-9 = cot-0 
E neB € 
(se d > o e quindi e = £, usando (3.3), (3.12) 


c Rd C s_ e 
< — sup d(£o,m)?-® < -9°-® = cg!-® 
€ neB E 
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4 Nucleo di Poisson e stime LP per funzioni Aygnr- 
armoniche 
Ricordiamo che un punto € appartenente al bordo di un aperto regolare {2 si dice carat- 


teristico se e solo se i campi X1,... Xn; Y1;--- Yr sono tutti tangenti a 09 in £. Kohn 
e Nirenberg hanno provato in [KN] che, se Q è limitato'e con frontiera liscia, il problema 


di Dirichlet 


ia =0 inQ (4.1) 


u=% in 09 


con dato al bordo p € C°(0) ammette un’unica soluzione classica u che risulta di classe 
C® fino al bordo, lontano dai punti caratteristici di 00 (cfr. anche [J], Teorema li) 
Vicino ai punti caratteristici, la regolarità al bordo può invece drasticamente mancare; 
per questo motivo non sembra possibile, in generale, definire nel modo classico il nucleo 
di Poisson. 

Faremo dunque le seguenti ipotesi su Q 


(1) O ha frontiera C® ! 
(I2) o(Ka)=0 


dove o denota la misura di superficie e 
Ka = {punti caratteristici di 00} = 
= {& € 00 tali che N; + 2yj;Nant1 = 0= Na+j — 2ciNanti Vj € {1,...,n}} 
Con N = M(É) abbiamo indicato, al solito, la normale esterna a Q. 
OSSERVAZIONE 4.1 Se Q è limitato Ka è compatto. 


Sia dunque 9 un aperto limitato di H" che verifica (11) e (12); allora per ogni € € Q, 
G(é,-) risulta regolare al bordo quasi dappertutto (cfr.(2.7),(2.8)) e dunque è ben posta 
la seguente definizione del nucleo di Poisson di O 


P(&,mn) = — < AV(G(6,)),N > (n) 
per g EN, n.€ 00. 


LEMMA 4.2 Sia 9 un aperto limitato di H" che verifica (P), (1) e (I2) e sia p E 
C®(90); denotiamo con u la soluzione classica di (4.1) in 9; supponiamo poi che © sia 
costante in un intorno di K = Kq. Allora si ha 


|Vinu| € L°(0) (4.2) 


lIn realtà questo presupposto è sovrabbondante. 
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u(È) = J P(é,)pdo VEN (4.3) 
da 


Dimostrazione 

Proviamo (4.2). Non è restrittivo supporre che « sia nulla in un intorno V di K (V 
aperto di H"). Poichè K è compatto e {2 verifica (P) esistono un nuovo intorno V, di LE; 
Vi S V ed un raggio r; > 0 tali che in ogni punto 7 € (00) N Vi ci sia un disco di raggio 
ri tangente esternamente a e il corrispondente disco di raggio doppio sia incluso in V. 
Possiamo allora applicare il lemma 3.2 ed ottenere per ogni £ € Q, per ogni n € (92)NV 


[u()] < emax ol ED - cale, m) 
Ti 


Esiste poi un ulteriore intorno V; di K,V, CW, tale che per ogni £ € WNNe per ogni 
& € Be = Ba(é, 46.00) ), esiste n € (0N)NV tale che d(&,9N) = d(€, 7°) e dunque si ha 
per ogni é' € Be 

lu(£")] < cd(é,09) 


D'altra parte d(&,00) < d(&,é) + d(é, 00) < 3d(€, 00) e quindi usando la stima (2.3) 
per |Vyru| in Bg, si ottiene per ogni é € WMV N0 


c I 
[Van u(8)] < de 09) er < dA d(E,00) < c 


Ecce. 
d(é, 00) È 


Del resto |Vinu| € (A \ Va) per quanto provato in [KN] e quindi |Vyru| è limitato su 
tutto Q. 

Vediamo ora come dalla (4.2) segua la (4.3). Consideriamo una famiglia {Q2}.>0 di 
aperti regolari che, per e + 0, approssimino con continuità @ dall’interno e tali che, per 
ogni e > 0, si abbia Q, C Q. Allora per ogni € > 0 vale la (2.9) per D= N; poichè inoltre 
per ogni fissato £ € Q (per (3.3), (3.5) e (4.2)) valgono in 29, per ogni e sufficientemente 
piccolo, 


|< AVu, N > G(é,-)| < < AVu, Vu>!?< AN,N>!!? G(é,:) < 


< Van ul | A | G(é, :) < ed(€,-)?7® < Cé 


lu< AVG(6,:),N > |< |uWanG(€,:)] || A IZ ed(é,)}79 < 


possiamo passare al limite per e + 0, e ricordando che G(é,-) = 0 in 99, ottenere la 
(4.3). 
O 

Abbiamo ora tutti i requisiti che ci servono per dimostrare i due risultati principali 
di questo lavoro. 
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TEOREMA 4.3 Sia Q un aperto limitato di H" che verifica (P), (I) e (12) e sia £ € Q; 
indichiamo con pé la misura armonica in 09 relativa al punto £. Allora 


du* = P(é,-)do (4.4) 


cioè pi è assolutamente continua, con densità P(€,-), rispetto alla misura di superficie 
o. Vale inoltre la seguente stima del nucleo di Poisson P 


0 < P(é,n) < cd(é,m)-° (4.5) 
per ogni È € A, n € 0Q, conc= c(Q). 


Dimostrazione 
Proviamo prima (4.5). Dal principio di massimo e dalla (4.3) segue subito che P > 0. 
Inoltre usando la stima (3.5) si ottiene 


P(€,m) < (< AVG(£,:), VG(E, ) >!/?< AN, N >!?)(n) < 


[Vi G(6,)I(2) Il Am) IIS cad(£,m)!"® 


Proviamo ora (4.4). Fissiamo £ € £ e poniamo, per ogni sottinsieme misurabile E di 


09, 
P*(E)= | P(£,-)do 
! 


Allora, essendo P > 0, Pf è una misura su 09; dobbiamo provare che PS = y°. Per 
brevità poniamo P = P£, p = pÉî, K = Ka. Grazie al lemma 4.2 sappiamo che 


/ dp = J «pdP 
992 telo 


per ogni g € Cg°(90) che sia costante in un intorno di K. Sia E C 9Q, misurabile; 
allora per ogni e > 0 esistono Ai, A2, aperti di 09, tali che E C A; C Ai € A, 
P(Az\ E)<e e (ricordando che o(K) = 0) esistono Uo, U,,U2 aperti di 09 tali che 
K CU, CU CU, CU, C Ua, P(U:)<e. Siano ora ®, 0,0 E Cg°(09) tali che 


0<®<1, ®=1in002\U, d=0in UV 


0<g<1,=0in 90\02, p=linU 
0<4<1,y9=0in 00\A, y=lin A 


Risulta allora 


p(U1) < fedi = fede < P(U2)<€ 
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e quindi 
H(E) < u(E\U) + p(U;) <e+w(E\U;) < 


<e+ fvadu=c+ /yadp<e+ (4) = 
=€+ P(E)+ P(A.\ E)< P(E)+2e 
Poichè e è arbitrario si ha dunque per ogni insieme misurabile £ (@foi0) 
4(E) < P(E) 
In particolare anche (A. \ E) < P(A2 \ E) e quindi risulta per ogni e > 0 
P(E) < P(E\U,)+ P(U;)<e+ P(E\U;)< 


Se+ fv@dP=c4 /vadu<e+ (A) = 
=€+u(E)+p(A.\E)<e+p(E)+P(A\E)< 
< p(E) + 2e 


e dunque P(E) < u(E). In definitiva P(E) = u(E) e con questo la prova è conclusa. 
5 4 


TEOREMA 4.4 Sia Q un aperto limitato di H" che verifica (P), (I) e (I) e sia p E 
+ C(09); poniamo poi 


u A P(£,)pdo 


Allora u è l’unica soluzione classica di 
Agnu=0 inQ 
u= in 09 
Inoltre, per ogni p € [1,+00[ si ha 
lu Er) £ c|| IZ:69) 
con c che dipende solo da L. 
Dimostrazione 


La prima parte dell’enunciato è conseguenza immediata di (4.4). La stima L? si prova 
facilmente usando (4.5). Si ha infatti, dalla diseguaglianza di Hélder ed osservando che 


J P(é-)do =1, 
da 
dé = 


5 
/ P(€,)le|Pdo 


io) 


o) 


lu lE £ [|[r6n 
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= J le?) J P(€,m)dedo(n) < 
da Q 


dà / le) / d(€,mLdtdo(n) <a Il 6 Ilx ca 
da Q 
na 


A Appendice 


PROPOSIZIONE A.1 Sia 7 un iperpiano di H” e sia to € ©; allora per ogni R > 0 esistono 
due dischi metrici B e B di raggio R, che stanno da parti opposte rispetto a 7 e tali che 


Bnr={%}=Bn7 


Dimostrazione 

Poichè 7, trasforma dischi in dischi ed è una trasformazione affine invertibile (e quindi 
applica iperpiani in iperpiani) non è restrittivo supporre é0 = 0. Distinguiamo ora due 
casi. 

[Primo caso: r contiene l’asse delle t] Allora 


m={{=(2,t)tali che < A,z>= 0} 


per un A = (a,b) € R?*\{0}. Con un calcolo diretto è facile verificare che i dischi metrici 
di raggio R e centri nei punti (Rip 0) e —(Rip:0) hanno le proprietà volute. 


[Secondo caso: 7 non contiene l’asse delle t] Allora 
T= {E =(2',y/,t) tali chet'=< a,xr'>+<b,y' >} 


per degli a,b € R". Il nostro scopo è trovare due punti e,È € 9B;(0, R) che stiano da 

parti opposte rispetto a 7 e tali che le funzioni d(é, ) d(€,-) : 7 + R abbiano l’origine 

come punto di minimo assoluto forte. Poniamo 0 = |a]? + |b|?, r = R'. Se o=0, allora 

è immediato verificare che € = (0, R°) e É= —€ soddisfano la nostra richiesta. 
Supponiamo dunque 0 # 0 e poniamo 


t= 1 _g5? + 4x/4r4 + 92r3)!!? (A.1) 
0 


in modo che 1 sia soluzione dell’equazione 


021% + 16r21? — 16r° = 0 (A.2) 
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In particolare risulta t? < r. Indichiamo per brevità y = Vr — 1? e poniamo 


a=-#(tb+ ya) 


y= (ta 76) (A.3) 
€ = (2,Y,1) 
Allora, usando (A.2), si vede con un breve calcolo che 
d(€)= R (A4) 


Poniamo ora F} : R?° + R, 
Fi(2')= d(€,(2°,<a,x'>+<b,y' >)){= 
=|e-2'l'+(<a-2y,2'>+<b+ 2r,y/> 4)? 
Con un calcolo diretto si verifica che, poichè valgono (A.3) e (A.4), si ha 
VF:(0)=0 
Pertanto l’origine è un punto critico di Ft. Inoltre la matrice Piendiaila di Fe risulta 
H(2') = Hr.(2') = (8G;G + 4|0|?6;x + 20;0k);.k6{1,...,2n} 


(dove abbiamo posto per brevità (=2'-z,a=(a—2y,b+ 2x)) ed è quindi semidefinita 
positiva per ogni 2’ € R?”, essendo per ogni w € R?” 


< H(2')w,w>=8<(,w>? +4|(|°|w|l+2<a,w>?>0 
H è poi definita positiva nell’origine, in quanto |z]# 0 (poichè t° < r) e 
< H(0)w,w >> 4|z|?|w]? 


In definitiva F} è convessa ed ha minimo assoluto forte in 0. 
Poichè anche î = -t è soluzione di (A.2), se si definisce È sostituendo î a t in (A.3), 
anche F; ha le stesse proprietà di Fg. Rimane dunque solo da provare che È e £ stanno 


in componenti connesse distinte di H” \ m. Per fare questo osserviamo che si E rin 


quanto 
7 EE 
< (a,b, -1),£+f >=< (a,b,-1), (-—b, 709) >= 0 
[na 


COROLLARIO A.2 Se Q è un semispazio di H" allora per ogni éo € 00 e per ogni R> 0 
esiste un disco metrico B di raggio R tale che BONO = {fo}. 


44 


COROLLARIO A.3 Se I è un convesso di H" (in particolare se © è un disco nella metrica 
d) allora per ogni fo € 09 e per ogni R > 0 esiste un disco metrico B'di raggio R tale 
che BOVA = {to}. 


Osserviamo esplicitamente che ogni disco Ba(É, r) é convesso in quanto si ottiene mediante 
la traslazione 7; (che è una trasformazione affine invertibile e quindi conserva la conves- 
sità) da un disco centrato nell’origine (che è ovviamente convesso per come è definito). 
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SECONDA PARTE 
Un teorema di tipo Liouville su semispazi 
per il Laplaciano di Kohn 


1 Introduzione 
In questa seconda parte proviamo il seguente risultato. 


TEOREMA 1.1 Sia Q un semispazio di H" con bordo parallelo al centro di H°. Se u è 
una funzione Ayn-superarmonica non negativa tale che 


ue L(9), 
allora u=0 in Q. 
Da questo teorema si ricava il seguente corollario. 
COROLLARIO 1.2 Se u € Z(2)n C(0), u>0 e Apmu <0, allorau=0 in9. 


Facciamo riferimento al paragrafo seguente per le notazioni e le definizioni; vogliamo 
qui invece commentare brevemente il risultato e la tecnica utilizzata nella prova. 

Il Teorema 1.1 non è migliorabile nella “scala” dei gruppi di Heisenberg H”. Infatti, 
per ogni p>len> Sn esistono funzioni Agr-superarmoniche su H" appartenenti a 
LP(0) e strettamente positive (ad esempio la soluzione fondamentale l di —Apn). 

La nostra tecnica si basa fortemente sull’uso di un operatore di media opportunamente 
adattato alla geometria di Q e non è applicabile se il bordo di I non è parallelo al centro 
di H". Tuttavia, questa tecnica può essere facilmente usata per ottenere un risultato 
analogo per il Laplaciano classico A su R”. 


TEOREMA 1.3 Sia A un semispazio di R". Se u è una funzione A-superarmonica non 
negativa tale che 
ue LA), 


allorau=0 inQ. 
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Sottolineiamo che la nostra dimostrazione non richiede la conoscenza del nucleo di 
Poisson. i 

Teoremi di tipo Liouville su semispazi del gruppo di Heisenberg per Agn -disuguaglianze 
semilineari sono stati recentemente provati da Birindelli-Capuzzo Dolcetta-Cutrì [BCDC] 
mediante tecniche diverse. Il nostro risultato non può però essere dedotto da quelli in 
[BCDC]. 

Questa parte è organizzata nel modo segente. Nel paragrafo 2 fissiamo le notazioni e 
le definizioni e ci procuriamo alcuni risultati preliminari. Il paragrafo 3 è dedicato alla 
prova del Teorema 1.1 e del suo corollario. La prova del Teorema 1.3 segue la stessa linea 
di quella del Teorema 1.1 ed è quindi omessa. 


2 Alcuni richiami sul gruppo di Heisenberg 


Il gruppo di Heisenberg H", i cui punti verranno denotati con é = (2,t) = (2,y,t), è il 
gruppo di Lie (R?"+, 0), dove 


got =(2+2,t+#+2(<2,y>-<%;y'>)) 


definisce una legge di composizione interna con elemento neutro 0 e tale che per ogni £ 
risulta &-! = —€. Il centro di H" è l’insieme {(0,t) |t € R}, cioè l’asse t. Un semispazio 
di H" è semplicemente un semispazio di R?°+!. Il Laplaciano di Kohn (o Laplaciano 
subellittico) su H" è l'operatore 


Apr = ù, (X;? + X;°) 
pa 


dove per ogni j € {1,... ,n} 
Xj = ds; + 2y;d: 


Yj = by = 270; 


Si pone 


(3 PIG E PIO A 


‘ L'operatore Agr ha forma caratteristica semidefinita positiva ma non è ellittico in nessun 
punto. 
Esiste un naturale gruppo di dilatazioni su H” definito da 


8,(€) = (A2,A°4) 
per ogni A > 0. Il determinante Jacobiano di d, è A° dove 


Q=2n+2 
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prende il nome di dimensione omogenea di H” e gioca un ruolo analogo alla dimensione 
euclidea nel caso del Laplaciano classico. Gli operatori Vyn e Am risultano invarianti 
rispetto alle traslazioni a sinistra di H" ed omogenei (di grado uno e di grado due, 
nell’ordine) rispetto alle dilatazioni 6); in altre parole ponendo 


Te(E) = E 0 
si ha 
Van (uo 7) = (Vanu)o re, Vin (uo di) = A(Vanu) o di 
An (u (o) Te) = (Agnu) oTE, Agn (u (o) da) = A?(Agnu) (o) dx 
Una forte analogia fra gli operatori —A e —Axn sta nel fatto che la soluzione fonda- 
mentale di quest’ultimo (cfr.[F]) è data da 
IRA. 
N) = Toe 
dove co > 0 e 
d(€) = (lex + 0) 
Se si pone poi d(é,&') = d(&7! o €) allora d risulta una distanza su’ H" (cfr.[C]). Indi- 
cheremo con Bi(é,r) = {& € H" tali che d(£,€') < r} i dischi nella metrica d. Valgono 


allora 


d\(Ba(0,r)) = Ba(0, Ar) 
Te(Ba(0,r)) = Ba(é,r) 
|Ba(£,r)| = r®|B:(0,1)| 


Per maggiori dettagli sul gruppo di Heisenberg si veda, per esempio, [FS]. 

Garofalo e Lanconelli hanno dimostrato in [GL] le seguenti importanti formule di 
media (cfr. anche Gaveau [G]): se u è una funzione di classe C®° su un aperto di H” e 
Bi(é,r) CO allora 


(E) = (meu) = f (T(6,€)- SL )Amu(e)de (1) 


Ba(é,) 


sO = Ma) fe | (C(6e)- amule 02) 


0 Bal£,0) 


dove si è posto 


diSi 


le Do ea 
(mru)(€) = dat J RAEE 
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1 I I I 
Meg f vee 


ao= f vd | 


Ba(0,1) 


Abbiamo inoltre denotato w(É, €) = w(eE7! 0 €), D(6,€) = r(& 708). 


DEFINIZIONE 2.1 Diremo che una funzione u € L}.(9) è supermedia in © se e solo se 
per ogni disco Ba(é,r) con chiusura inclusa in O si ha 


u(£) > (Mru)(€) 


OSSERVAZIONE 2.2 Dalla (2.2) segue subito che se u € C(0) e Agmu<0 inQ, allora 
u è supermedia in £L. 


Vogliamo ora prendere in esame i semispazi di IH”. 


DEFINIZIONE 2.3 Diremo che un'applicazione 0 : H" + H" è una rotazione intorno 
all’asse t se esiste una trasformazione unitaria complessa F : C° + C” per la quale vale 


o(2,1) = (F(2),1). 


PROPOSIZIONE 2.4 Sia 9 un semispazio di H" e poniamo A = {r1 > 0}, M= {t> 0}; 
allora si verifica uno dei due casì seguenti: 

(i) Esiste to € H" tale che A = Te(M) oppure Q= To(-). 

(ii) Esistono & € H" ed una rotazione @ intorno all’asse t tali che N = org (i). 
Più precisamente il primo caso si verifica quando 99 e l’asse t sono incidenti, il secondo 
quando sono paralleli. 


Dimostrazione 
[Primo caso: 99 interseca l’asse t] Allora esistono to € R ed N = (a, b,c) € R?"4, 
‘con c # 0, tali che 


00 = {t e H" tali che < € — (0,to),N >= 0} 


Poniamo ro = È, Y = 53 € € = (0, Yo, to); con un semplice calcolo si vede che per ogni 
E € O, risulta < fo 0É— (0,to),N>=0. Pertanto 7é(0M) C 90 e dunque, poichè Te è 
una trasformazione affine invertibile (e quindi applica iperpiani in iperpiani e semispazi 
in semispazi), si verifica (i). 
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[Secondo caso: 00 è parallelo all’asse t] Allora esistono £ € Re $ = (a,b) e R?"\{0} = 
C" \ {0} tali che 
= {€ € H" tali che < z,6> > k} 
Nel seguito useremo anche la seguente notazione per i punti di H": é = (2,4) = (21;8, t) 
dove ? = (22,... ,©n,y). Per il teorema di completamento della base ortonormale esiste 


una trasformazione unitaria complessa F : ©" + ©" tale che F (1;0) = ta Poniamo ora 


o = (ia 0,0), 0:H" + H",0(z,t)= (F(2),t); poichè F è unitaria complessa si ha 
EEN >< F(2), FL) >< 2,0>>R << F(2), (00) >>K + 


<> FI (2) € {z1> 3 = 0° (6) € 79M 


Pertanto Q = or. 
O 


PROPOSIZIONE 2.5 L’operatore Agn è invariante per le rotazioni intorno all’asse t (oltre 
che per le traslazioni a sinistra). In altri termini risulta Agn(uoo)=(Amu)op. 


Dimostrazione A 

Poniamo P= Y°5_1(Y;dx; — 2;,;)= Im(<z,V.>@); allora risulta 

Ann = A, + 4|z|°0? + 40,P 
Poichè A, è invariante per le trasformazioni unitarie complesse, basterà provare che lo è 
anche P. Sia dunque F unitaria complessa e sia A la matrice che rappresenta F° come 
endomorfismo reale. Essendo A* = A-!, si ha per ogni v € C*(R?") 
F(V(vo F)(2)) = (A(V(vo F)(2)) = (A(Vu(F(2)) A) = Vo(F(2)) 

e quindi 

P(v0 F)(2) = Im(< z,W(vo F)(2)>@)=Im(< F(2),F(V(vo P(2)) >@) = 


Im(< F(2), Vo(F(2)) >@) = (Pv)(F(2)) 
O 


PROPOSIZIONE 2.6 La proprietà di supermedia è invariante per le rotazioni intorno 
all’asse t e per le traslazioni a sinistra. 


Dimostrazione 

È una semplice verifica, una volta osservato che valgono g(é) 0 o(&) = g(£ 0 &), 
d(o(È)) = d(é) e quindi si ha anche 0Bi(é,r) = Ba(gé,r), qualunque sia la rotazione 0 
intorno all’asse 4. 


O 
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3 Ilteorema di non esistenza 


Per quanto visto nel paragrafo 2 (cfr. proposizioni 2.4 e 2.6) è sufficiente dimostrare il 
teorema 1.1 per Q = {x1 > 0}. In tale caso ci porremo quindi da qui in avanti. 
Denotiamo i punti di H” con é = (2,t) = (x1; 2,t). Poniamo per ogni £ € Q 


= 
Br = Bi(6,r(0)) 


= {n€ 0 tali che d(é,n) < r(m)} 


(osserviamo che Xx (n) = x4,(£)). Poniamo poi 


K:9xQ4R, K(6,é')= Mei xa (€) 


e, per ogni u € Lioe(9), 


Tu:Q+R, (Pu)(e) = (Mag) = f K6E)(e 


Siano infine 


8= | K(1ym)da 
Il punto chiave per la dimostrazione del teorema è il seguente lemma. 
LEMMA 3.1 Risulta f K(€,éo)dé = f per ogni £, € Q. 


Dimostrazione 
Fissiamo o = (3; Zo,t0) E 2 e poniamo to = é00(—x3;0,0) = re (6170); Poniamo 
poi, per brevità, 7 = 77, d = 6,3; allora é = TÉ. Inoltre Ag, = T6Ayp; infatti per ogni 
n€ 0 valgono 
d(rén, to) = d(é' 0 É0 06m) = d((670) 0 én) = 


= d(6(na° o n)) = rod(1, 70) 


e 
i ò 
r(rén) = r(E06n) = 09 
ò 
EZIO) 
e quindi 


neAn  Unm<rmM d(Tén, to) <r(ron) «> tòn CA, 


SI 


In definitiva si ha 


v(1, No) 1\-Q CCM E No) 
B= KE(m,no)dn = — crapeiî= (0 —7——todl = 
J (7, M0o)dn : Sohn (zo) À è r(d1)0% 


no 


(ricordando che y è omogenea di grado zero rispetto alle dilatazioni) 


= (31)-2 (6, 770) - | (66m). 
ON cor | age £ = 


SA no no 


- | 1E 0,5) 
T5Am agr(io” 5 9° 
(essendo r(6 o €) = r(é) poichè 71 = 0) 
= [VEE IM) e _ [VE 
=] cero =] rari | Fd 


fo 


dé = 


O 


| COROLLARIO 3.2 Per ogni u € Lioc(Q) si ha 


| Tu Ilo<Il u Iloo (3.1) 
|TU|E<G |] vpeji, +00 (3.2) 
Gela (fu =s fu) (3.3) 

Q Q 


In particolare T risulta un operatore lineare continuo in LP(0) per ogni p € [1, +00]. 


Dimostrazione 
La (3.1) segue subito dalla definizione di T. Proviamo dunque la (3.2). Dalla 
diseguaglianza di Holder si ottiene 


Tue) = | i K(E,€YuE)dE| <I| K(E, VV |] (E, 20 Il 


Essendo poi ovviamente SE(E,&)de = (M(ey(1))(é) = 1, si ha 


TuP < | fee ee” f Eee = fre, ip 
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Infine, per quanto provato nel lemma 3.1, risulta 


| Tu |< J È K(E,€)|u(€)Pde'de = 


Qua 
= fuer f eda = AN Ig 
lo) a 
Vediamo ora la (3.3). Di nuovo per il lemma 3.1 si ha 


fred = [ [rene _ 


a / u(£) i K(6,€')dede' = p J u(E)de' 


a 


LEMMA 3.3 Risulta BP > 1. 


Dimostrazione 
Poniamo v = d-? o 7, :2 + R; allora v € C°(2) N L2(Q). Inoltre 


Api (4-9) = #(0(0 +19? + LTL (-QA91) = QUAI 
e dunque 
Agnv= (20049?) 07 >0 inQ 
Dalla formula di media (2.2) si ottiene per ogni € € Q 
Tv(€) = (M-@g0)(6) = 
Q r(é) 
04 ff ME) FA 100 


0 Ba(é,0) 


In particolare, scelto un compatto K incluso in A con |K] > 0, esiste e > 0 tale che 
Tv>v+e in K. In definitiva da (3.2) si ottiene 


8110 |E>| To |}= / (Top + / (Top > 


K Q\K 
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> flo+et+ f 
K 


lol? > @]K]+ j >] 0 
Q\K Q 


ed essendo v € L?(9) risulta 0 > 1. 
U 


Dimostrazione del teorema 1.1 
Poichè u è supermedia si ha u > Tu e dunque da (3.3) 


(rapa 


Essendo poi u € L!(0) e 8 > 1 (lemma 3.3) si ottiene 
fi <0 
lo) 


Pertanto, se u > 0, deve essere u = 0 in 0. 
O 
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